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Re´sume´
En utilisant un the´ore`me de Gabber sur les alte´rations, on de´montre
un re´sultat de´crivant la partie de torsion premie`re a` p du groupe de Brauer
non ramifie´ d’une varie´te´ V lisse et ge´ome´triquement inte`gre sur un corps
global de caracte´ristique p au moyen de l’e´valuation des e´le´ments de Br V
sur ses points locaux.
Mots cle´s : Groupe de Brauer, corps global, alte´ration.
Abstract
The unramified Brauer group over a global field of positive
characteristic. Using a theorem of Gabber on alterations, we prove
a result describing the prime-to-p torsion part of the unramified Brauer
group of a smooth and geometrically integral variety V over a global field
of characteristic p by evaluating the elements of BrV at its local points.
Key words: Brauer group, global field, alteration.
1 Introduction
Dans [4], Harari de´montre le re´sultat suivant, lequel e´tait de´ja` apparu (sous une
forme quantitative plus pre´cise) dans le cas de l’espace projectif chez Serre pour
les e´le´ments de 2-torsion du groupe de Brauer (cf. [9]) :
The´ore`me 1.1 (The´ore`me 2.1.1 de [4]). Soient K un corps de nombres et X
une K-varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre, projective et lisse, dont on note K(X)
le corps de fonctions. Soient α un e´le´ment de Br (K(X)) qui n’est pas dans BrX
et U un ouvert de Zariski non vide de X tel que α ∈ BrU . Alors, il existe un
ensemble infini (de densite´ non nulle) I de places v de K telles que, si l’on note
Kv le comple´te´ de K par rapport a` v, la fle`che U(Kv) → BrKv induite par α
prenne une valeur non nulle.
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Il est bien connu qu’il existe un ensemble fini S de places de K tel que, si l’on
note OK,S l’anneau des S-entiers de K, il existe un mode`le propre et lisse X de
X sur OK,S avec un ouvert U , dont la fibre ge´ne´rique correspond a` U , tel que
α se rele`ve en un e´le´ment de BrU . Le crite`re valuatif de propre´te´ nous permet
alors de relever tout Kv-point de X en un Ov-point de X de`s que v 6∈ S. En
particulier, on voit que l’application U(Kv)→ BrKv induite par α se factorise
par BrOv = 0 de`s que le Kv-point de U se rele`ve en un Ov-point de U , ce qui
nous dit que cette application atteint la valeur nulle pour presque toute place
(i.e. pour toute place a` l’exception d’un nombre fini d’entre elles). De plus, on
obtient une re´ciproque du re´sultat qui dit que pour tout e´le´ment α de BrX et
pour presque toute place v de K l’application X(Kv) → BrKv induite par α
est triviale. Si l’on conside`re alors une varie´te´ V qui n’est pas propre, ce re´sultat
applique´ a` une compactification lisse de V nous permet de de´crire le groupe de
Brauer non ramifie´ BrnrV d’apre`s les the´ore`mes de purete´ de Grothendieck (cf.
[2, Proposition 4.2.3]).
Soit maintenant K un corps global de caracte´ristique p > 0, i.e. le corps de
fonctions d’une courbe C sur un corps fini. La preuve du the´ore`me de Harari
est totalement adaptable a` ce cas, sauf pour le fait que la preuve se base sur
les the´ore`mes de purete´ de Grothendieck, lesquels ne sont valables a priori en
caracte´ristique positive que sur la partie de torsion premie`re a` p du groupe de
Brauer. On peut alors de´montrer le re´sultat suivant en suivant presque mot pour
mot la preuve de Harari :
The´ore`me 1.2. Soit K un corps global de caracte´ristique p > 0. Soit X une
K-varie´te´ propre, lisse et ge´ome´triquement inte`gre dont on note K(X) le corps
de fonctions. Soit U un ouvert de X et α ∈ BrU ⊂ Br (K(X)) un e´le´ment
d’ordre n premier a` p tel que α 6∈ BrX. Alors il existe un ensemble infini (de
densite´ non nulle) I de places v de K telles que l’application U(Kv) → BrKv
induite par α soit non triviale.
Si l’on conside`re maintenant une K-varie´te´ V qui n’est pas propre, il n’est
pas a priori e´vident que l’on puisse utiliser ce re´sultat pour de´crire le groupe
BrnrV {p
′}, ou` {p′} veut dire que l’on prend les e´le´ments de torsion premie`re
a` p, car on ne dispose pas d’e´quivalent en caracte´ristique positive au the´ore`me
d’Hironaka sur la re´solution des singularite´s, donc l’existence d’une compactifi-
cation lisse de V n’est pas assure´e. Cependant, graˆce a` un re´sultat de Gabber qui
pre´cise le the´ore`me de De Jong sur les alte´rations (cf. [7, Exp. X, Theorem 2.1]),
Borovoi, Demarche et Harari ont re´cemment de´montre´ le sens “facile” de cette
description (cf. [1, Proposition 4.2]), i.e. que pour tout e´le´ment α de BrnrV {p
′}
et pour presque toute place v de K l’application V (Kv)→ BrKv induite par α
est triviale.
En utilisant le meˆme re´sultat de Gabber, on peut montrer une version affai-
blie de la re´ciproque. Le but de ce texte est d’en donner la de´monstration.
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2 Re´sultat principal
Le re´sultat est le suivant.
The´ore`me 2.1. Soient K un corps global de caracte´ristique p et V une K-
varie´te´ lisse et ge´ome´triquement inte`gre. Soit α ∈ BrV un e´le´ment d’ordre n
premier a` p. Alors α appartient a` BrnrV si et seulement si, pour presque toute
place v de K, l’application V (L) → BrL induite par α est nulle pour toute
extension L/Kv finie et purement inse´parable.
Remarque. L’auteur ignore si cette version affaiblie du re´sultat est optimale
ou pas, i.e. s’il suffit de regarder les Kv-points et non pas les L-points pour
toute extension L/Kv purement inse´parable. La de´monstration actuelle ne laisse
aucune piste sur comment arriver a` un tel re´sultat.
Il est cependant important de remarquer que ce de´faut n’est en ge´ne´ral pas
geˆnant au moment des applications, comme on le verra a` la fin du texte.
De´monstration. L’un des sens ayant de´ja` e´te´ de´montre´, il suffit de se concentrer
sur le cas ou` α 6∈ BrnrV . Il faut alors trouver une infinite´ de places v de K,
des extensions purement inse´parables L/Kv et des L-points P de V tels que
α(P ) 6= 0. On note aussi que, puisque BrV est un groupe de torsion, on peut
supposer que α est d’ordre ℓm pour un certain ℓ 6= p premier et m ≥ 1.
Le the´ore`me de Nagata (cf. [3]) nous dit qu’il existe une K-compactification
X de V qui n’est pas force´ment lisse, i.e. une K-varie´te´ propre X munie d’une
K-immersion ouverte V →֒ X . Le the´ore`me de Gabber nous dit alors qu’il existe
une extension finie de corpsK ′/K de degre´ premier a` ℓ et une ℓ′-alte´rationX ′ →
XK′ , i.e. un morphisme propre, surjectif et ge´ne´riquement fini de degre´ premier
a` ℓ, avec X ′ une K ′-varie´te´ lisse. On en de´duit que X ′ est propre et lisse sur K ′.
De plus, on peut supposer que X ′ est ge´ome´triquement inte`gre. En effet, quitte
a` prendre une composante connexe de X ′ dominant X , on peut supposer qu’elle
est connexe. Il suffit alors de noter que la factorisation de Stein assure l’existence
d’une factorisation X ′ → SpecK ′′ → SpecK ′ telle que X ′ est ge´ome´triquement
connexe sur K ′′, donc quitte a` changer K ′ par K ′′ (extension qui reste de
degre´ premier a` ℓ car [K ′′ : K ′] divise [K ′(X ′) : K ′(X)]), on a que X ′ est
ge´ome´triquement inte`gre sur K ′ car elle est lisse et ge´omet´riquement connexe.
On a alors le diagramme commutatif suivant, ou` les carre´s sont carte´siens et les
fle`ches →֒ repre´sentent des immersions ouvertes :
V ′ 

//

X ′

VK′


//

XK′

V 

// X
Puisque α 6∈ BrnrV , on sait qu’il existe un anneau de valuation discre`te A de
corps de fractions K(V ) et corps re´siduel κ ⊃ K tel que l’image de α par
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l’application re´sidu
H2(K(V ), µℓm)→ H
1(κ,Z/ℓmZ),
est non nulle, cf. par exemple [2, §2]. Soit K0/K(V ) la sous-extension se´parable
maximale de K ′(V ′). En conside´rant la fermeture inte´grale de A dans K0 et
en localisant en un ide´al premier convenable on trouve un anneau de valuation
discre`te A0 ⊂ K0 contenant A, de corps de fractions K0, et tel que le produit
eA0/AfA0/A soit premier a` ℓ, ou` e et f repre´sentent l’indice de ramification et
le degre´ re´siduel respectivement. Si l’on de´finit alors A′ comme la fermeture
inte´grale de A0 dans K
′(V ′), on a que A′ est un anneau de valuation discre`te et
que eA′/A0fA′/A0 est une puissance de p, cf. la preuve de [8, Ch. 4, Proposition
1.31]. Ainsi, on voit que A′/A est une extension d’anneaux de valuation discre`te
avec eA′/AfA′/A premier a` ℓ. De plus, on voit bien que K
′(V ′) est le corps de
fractions de A′ et que, si l’on note κ′ le corps re´siduel de A′, on a κ′ ⊃ K ′.
Alors, d’apre`s [2, Proposition 3.3.1], on a le diagramme commutatif
H2(K(V ), µℓm) //
Res

H1(κ,Z/ℓmZ)
eA′/A·Res

H2(K ′(V ′), µℓm) // H
1(κ′,Z/ℓmZ).
Soit κ1 la sous-extension se´parable maximale de κ
′/κ. On a alors la factorisation
suivante de la fle`che verticale de droite :
H1(κ,Z/ℓmZ)
eA′/A·Res
−−−−−−→ H1(κ1,Z/ℓ
m
Z)
Res
−−→ H1(κ′,Z/ℓmZ).
Puisque l’extension κ′/κ1 est purement inse´parable, si l’on note Γκ1 et Γκ′ les
groupes de Galois absolus correspondants, il est facile de ve´rifier que le mor-
phisme canonique Γκ′ → Γκ1 est un isomorphisme, ce qui nous dit que la fle`che
de droite est aussi un isomorphisme, tandis que pour la fle`che de gauche on a
que eA′/A[κ1 : κ] divise eA′/AfA′/A et alors le morphisme est injectif par l’argu-
ment classique de restriction-corestriction. En particulier, on voit que l’image
α′ ∈ BrV ′ de α n’est pas dans BrnrV
′{p′} = BrX ′{p′} car l’image de α′ dans
H1(κ′,Z/ℓmZ) est non nulle.
Le the´ore`me 1.2 nous donne enfin un ensemble infini I ′ de places w de K ′
telles qu’il existe un K ′w-point P
′
w de V
′ tel que α′(P ′w) 6= 0. Ce K
′
w-point
induit e´videmment un K ′w-point Q
′
w de VK′ , donc de V , tel que α(Q
′
w) 6= 0.
Conside´rons alors la sous-extension se´parable maximale K ⊂ K1 ⊂ K
′. L’en-
semble I ′, qui est de densite´ non nulle, induit par restriction un ensemble I1
de places de K1 de densite´ non nulle. D’autre part, on sait que la densite´ de
l’ensemble I2 des places de K1 ayant meˆme corps re´siduel que la place qu’elles
induisent sur K est e´gale a` 1, cf. par exemple [6, p. 215]. On voit alors que le
sous-ensemble I de ΩK forme´ des places induites par celles dans I1 ∩ I2 ⊂ ΩK1
est de densite´ non nulle, donc infini. De plus, quitte a` enlever les places ramifie´es
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pour l’extension K1/K (qui forment un ensemble fini), on peut supposer que
l’extension K ′w/Kv est purement inse´parable car elle est alors de´composable en
une suite d’extensions radicielles de degre´ p, tout comme K ′/K1. Les K
′
w-points
Q′w conviennent alors.
3 Applications
Avec le the´ore`me 2.1, on peut obtenir des versions en caracte´ristique positive de
beaucoup d’autres re´sultats autour du groupe de Brauer non ramifie´ des varie´te´s
sur un corps de nombres. En voici un exemple pour les espaces homoge`nes qui
est l’analogue d’un re´sultat de Harari (cf. [5, Proposition 4]).
The´ore`me 3.1. Soient K un corps global de caracte´ristique p > 0 et G un
K-groupe alge´brique fini d’ordre premier a` p plonge´ dans un K-groupe G′ semi-
simple simplement connexe (par exemple G′ = SLn) et soit V = G
′/G. Soient
Gab l’abe´lianise´ de G et M = Gˆab son groupe des caracte`res. Alors le groupe de
Brauer non ramifie´ alge´brique Brnr,alV s’identifie au sous-groupe de H
1(K,M)
constitue´ des e´le´ments α ayant la proprie´te´ suivante :
Pour presque toute place v de K, la restriction αv de α dans H
1(Kv,M)
est orthogonale (pour l’accouplement local donne´ par le cup-produit) au sous-
ensemble Im[H1(Kv, G)→ H
1(Kv, G
ab)] de H1(K,Gab).
En outre, on peut avec le the´ore`me 2.1 enlever les hypothe`ses d’existence
d’une compactification lisse dans certains re´sultats de Borovoi, Demarche et
Harari, comme par exemple leur the´ore`me 7.4.b dans [1], en remplac¸ant bien
entendu le groupe de Brauer de la compactification par le groupe de Brauer non
ramifie´.
Les de´tails de ces re´sultats, notamment la preuve des the´ore`mes 1.2 et 3.1,
apparaˆıtront dans la the`se de doctorat de l’auteur.
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